Tema 6. Funciones de varias variables

1.1. Producto escalary norma eR"

Como sabeR" es un espacio vectorial en el que suele destacarse la lldmaad@anonica forma-
da por los vectore$ey, e, ..., en} dondee es el vector cuyas componentes son todas nulas excepto
la que ocupa el lugdrque es igual a 1. Dados dos vectoxes (X1,X2,...,%n) Y = (Y1,Y2,---,Yn) S€
define suyproducto escalarpor:

n
<X‘y> - Z XYk = X1Y1 -+ X2Y2 + - - - + XnYn
k=1

Observa que el producto escalar de dos vectores no es um siectein niamero real. La notaciéry
es frecuentemente usada en los libros de Fisica para refaeskproducto escalar de los vectoxes

ey.
Las siguientes propiedades del producto escalar se dethaiemente de la definicion:
o (x|ly) = (y|x) paratodox,y € R" (simetria).
o (ax+Py|z) =a(x|z)+B(y|z) paratodos,BER y para todox,y,z€ R" (linealidad).

Lanorma (euclideg de un vectox se define por

x|l =/ (x|x) =, /kixﬁ

Observa que pana= 1 el producto escalar de dos nimexgge R es su producto usual, y que
paraxeR se tiene quéx|| = V3@ = [x|.
Desigualdad de Cauchy-Schwarz.

Para todosx,y € R" se verifica qug (x|y)| < [|x||[ly[|. Ademés, supuesto guesy no son nulos, la
igualdad |{x]y)| = [[x]||ly|| equivale a que hay un nimeka R tal quex = Ay (es decir, los vectores
X ey estdn en una misma recta que pasa por el origen)

Supuesto que ey son vectores no nulos, la desigualdad de Cauchy-Schwadicegue

c

=Xyl

Por tanto, existe un Gnico numere [0, 17 tal que

(x]y)

N

Se dice que dicho nimetoes lamedida en radianes del angulo que forman los vectaresy.
Naturalmente, de la definicién dada se deduce(oile) = ||x||||y|| cost.

Se dice que los vectorese y sonortogonales y escribimos< |y, cuando su producto escalar
es cero.

Desigualdad triangular.

Para todosx,y € R" se verifica qué|x +y|| < ||x|| +||y||. Ademas, supuesto guesy no son nulos,
laigualdad | x +y|| = ||X|| + ||y|| equivale a que hay un nimeko> O tal quex = Ay (es decir, los
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1.2 Conceptos topolégicos 2

vectorex ey estan en una misma semirrecta que pasa por el origen).

Dados dos vectoresey, el nimerd|x — y|| se llama ladistancia (euclidea) entrg eYy.

ParaacR"yr > 0, definimos
B(a,r) ={xeR": ||x—a||<r}
Paraa = (a,B) € R?, tenemos que

B((,B),r) = {(xy) €R?: (x—0)*+ (y — B)* < 1%}

es un circulo de centri@, ) y radior sin incluir la circunferencia que lo limita.

Paraa = (a,B,y) € R3, tenemos que

B((a,B,Y).1) = {(x¥,2) €R®: (x—0)*+ (y— B)*+ (z—y)* < r*}

es una bola esférica de centm 3,y) y radior sin incluir la esfera que la limita.

1.2. Conceptos topologicos

Dado un conjunto no vaci& C R", podemos clasificar los puntos B8 con respecto al conjunto
E como sigue. Un punteeR" se dice que es:

= Interior deE siexiste algun r> 0 tal queB(x,r) C E.
= Exterior aE, si es interior al complemento d&&

= Frontera deE, si no es interior ni exterior &.

El conjunto de todos los puntos interioresElese representa por ifi). El conjunto de todos los
puntos exteriores dE se representa por €#&). El conjunto de todos los puntos fronterailse re-
presenta por KE). Es claro qu&k" = int(E) UFr(E) Uext(E) donde la unién es disjunta. Es evidente
quein{E) C E.

Se dice que el conjuntd esabierto si int(E) = E. Se dice que el conjunté escerrado si
E = int(E) UFr(E). Puesto que efE) = int(R"\E) se verifica queE es cerrado si, y solo si, su
complement®"\ E es abierto.

Paratodox€R"y r > 0, se verifica que el conjun®(x,r) es abierto y se llama laola abierta
de centro a y radior.

DadosacR"yr > 0, se verifica que el conjunto
B(a,r)={xeR":|x—al| <r}

es cerrado. Dicho conjunto se llarhala cerrada de centro a 'y radior. Para el caso en que= 2,
las bolas cerradas suelen llamadigeosy se usa la notacioB((a,b),r) = D((a,b),r).

Se dice que un conjun® C R" esacotadocuando hay un nimeid > 0 tal que||x|| < M para
todox € E. Se dice que un conjunt6 c R" escompactocuando es cerrado y acotado.
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1.3 Campos escalares 3

1.3. Campos escalares

Un campo escalar devariables es una funcioif,: E — R, definida en un subconjunto no vacio
E C R" que toma valores reales. La gréafica de dicho campo escalbs@so®njunto dd&R"+1

G(f) = {(x, f(x)) : xeE} c R™?!

Paran = 1, dicha gréafica es una curva &%, paran = 2 es una superficie eR%. En estos dos
casos podemos visualizar la grafica. Para campos escatatesad mas variables su grafica es una
hipersuperficienR" conn > 4 que no se puede visualizar.

Las funciones siguientes:

a) f:RZ =R, f(xy)=xy+xy2+y°

Y XY+ XY
O Xy24y3

C) f:RTxRT =R, f(x,y):ser( /X—l—y)_
d) f:RESR, f(XY,2) = xyz+ 232 +y°.

b) f:Q1 =R, f(xy)

X2yz-+ 22Xy + Xz
e) f: QZ — R, f(vavz) = X322+X2y22+y3 '

f) f:RT xR xRT =R, f(xy,2) =In(x+y+2).

son ejemplos de campos escalares. Las tres primeras sonsa&sgalares de dos variables y las
tres Ultimas de tres variables. Los campos escalares emaj yvéenen dados por funciones polino-
micas en dos y tres variables respectivamente. Los campataess en b) y en e) vienen dados
por funciones racionales de dos y tres variables respewtinte, y estan definidos donde el de-
nominador es distinto de cero, es decir, en los conjups- { (x,y) eR? : X3+ x%y? +y3 £ 0} y

Qy = {(x,y,2) eR3 : 32 + x%y?z+ y3 # 0}. Muchos campos escalares, como los definidos en c) y
en d), se obtienen componiendo funciones elementales deauiahle con funciones polinémicas o
racionales de varias variables.

1.1 Definicién. Seaf un campo escalar definido en un conjuBta R" y seaac E. Se dice qud
escontinuo enasi para toda > 0 existe urd > 0 tal que se verificdl f (x) — f(a)|| < € siempre que
XeEy|x—al <e.

Se dice quéd es continuo el si es continuo en todo punto &

1.2 Teorema(de Weierstrasg. Todo campo escalar continuo en un conjunto compacto alcanza
dicho conjunto un valor maximo absoluto y un valor minimocélo®.

Dicho de otra forma, ¢ C R" es un conjunto compactofyes un campo escalar continuokn
entonces hay punt@s= K, b eK tales quef (a) < f(x) < f(b) paratodax K.

1.4. Curvas enR"

Una curva erR" es una aplicacién continua [a,b] — R". El puntoy(a) se llamaorigeny el
puntoy(b) extremade la curva. Naturalmente, corg(t) € R" podremos expresarlo por medio de sus
componentes en la base candnica que seran funciortes de

¥(®) = (Ya(t), y2(t), .-, ¥n(1))
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1.5 Derivadas parciales. Vector gradiente 4

Las funcionegi(t) se llaman funciones componentesyd&e dice qug es derivable en un punto
cuando todas sus funciones componentes son derivablestenglinto, en cuyo caso la derivada de
yent es, por definicion, el vector

Y'(t) = (\/ (1), ¥2 (1), ..., ¥ (1))

Dado un punta = Y(tp) tal quey’(tp) # 0, se define laecta tangenteay en el puntaa (aunque es
mas apropiado decén el puntod) como la recta de ecuacion paramétrica a+ty’(tp), es decir,
la recta que pasa parcon vector de direcciow (to).

1.5. Derivadas parciales. Vector gradiente

1.3 Definicién. Unadireccion enR" es un vector de norma 1.
e Dados un puntacR" y una direccion, la recta que pasa parcon direccioru es la imagen de
la aplicaciony: R" — R dada pory/(t) = a+tu, es decir, es el conjunto de punf@s+tu: teR}.

e Seaf un campo escalar definido en un conjunto abi&rto R", seaacE y u una direccién. Se
define laderivada de f en a en la direccién ucomo el limite

f tu)—f
t—0 t

e Laderivada direccional de un campo escdl&n un punta en la direccién del vecta de la
base canonica, se llandarivada parcial de f ena respecto a la variableésima. Esta definida por

f(a+te)— f(a) f(ag,...,a+t,...,an) — f(aq,...,8,...,an)

Dg, f =10 =1
&1 (3) tlr(];) t tIT(]) t
f —f
—_ ”m (ala 7Xka ,an) (a'l’ 7ak7 ,a.n) (2)
Xc—ray Xk — Ak
of

y se representa con los simboldgf (a) y F (a).

Observa que las derivadas que acabamos de definir son deyidadfunciones reales de una
variable real pues, para calcular la derivada de un campdees$cen un punta en la direcciéru lo
que se hace es derivares 0 la funciont — f(a+tu) que es una funcién real de una variable real.

Observa que la segunda igualdad Zer(os dice quepara calcular la derivada parcial Rf (a),
lo que se hace es derivar f respecto a la variable k-ésimaiderendo fijas las demas variables
Por eso se llaman derivadaarciales

Por tanto, si derivamos un campo escalar respecto de caddeusias variables considerando
gue las demas variables permanecen constantes obtenenuesileadas parciales del mismo. Las

derivadas parciales respecto a las variakles z, de un campo escaldr de tres variables suelen

representarse con los simbo ; % % y tambiénD f, D2 f, D3f, respectivamente.

Por ejemplo, para el campo escaldx, y, z) = xyz+ 22x%y? +y° tenemos que

o M ixyd =Dif(xy2) =yzr 32

. %(x, Y,2) = Daf(X,Y,2) = xz4 2223y + 3y°.
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1.6 Interpretacion geométrica de las derivadas parciales 5

. %(x,y, 7) = Daf (x,y,2) = xy+ 22¢y>.

Naturalmente, si en estas igualdades se dan valores partisa cada variable, digamos- a, y = b,
z= ¢, se obtienen los valores de las derivadas parciales en &l fab, c).

1.6. Interpretaciébn geométrica de las derivadas parciales

Para interpretar graficamente el significado de las dersvpdeciales, consideremos un campo
escalarf de dos variables definido en un conjuita R?. Fijemos un puntda, b) € Q. La derivada
parcialD1f(a,b) es la derivada de la funciGn— f(x,b) en el puntox = a, y la derivada parcial
D, f(a,b) es la derivada de la funcign— f(a,y) en el puntoy = b.

La gréafica def, es decir, el conjunt& = {(x,y, f(x,y)) : (x,y) €E} es una superficie €R®. Las
funciones
Yl(x> = (Xv bv f(Xv b))7 y2(y> = (av Y, f(aa y))

son curvas contenidas en dicha superficie que pasan por & (ab, f(a,b)). Dichas curvas se
obtienen cortando la superficsgor los planoy = by x = arespectivamente. Los vectores tangentes
a dichas curvas en el punfa, b, f(a,b)) = yi(a) = y2(b) son, respectivamente

yll(a) = (1a 0,D,f (a7 b))? yzl(b) = (Oa 1,D,f (a7 b))

En la siguiente figura se ha representado la gréafica gdas curvas obtenidas cortandola por los
planosx = aey = bjunto a sus vectores tangentes en el pyatb, f(a,b)).

1.4 Definicion. Seaf un campo escalar. Se definevektor gradientede f en un punta como el
vector
Of(a) = (D1f(a),D2f(a),...,Dnf(a))

Por ejemplo, el vector gradiente del campo esci(ary) = ser{xay) +eVaX en un punto genérico
(x,y) es el vector

Of(xy) = (3¢ycosxly) +y3e™, xdcosxly) + 3y’xe’™).

1.5 Definicion. Seaf un campo escalar con derivadas parciales continuas en o q@ugl hiper-
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1.7 Curvasy superficies de nivel. Rectas y planos tangentes 6

plano erR™"! de ecuacion cartesiana
X1 = f(a)+ (Of(a)|x—a) (3)
se llama hiperplano tangente &na o hiperplano tangentea la grafica def en el puntda, f(a)).

En particular, la ecuacion del plano tangente a la graficadmmpo escalar de dos variables en
un punto(a, b, f(a,b)) es:

z= f(a,b)+ D1f(a,b)(x—a)+ D2f(a,b)(y—b) 4)
En lo que sigue consideraremos campos escalares que tieregdas parciales continuas.
1.6 Proposicion. Sean f: E — R un campo escalage E yu una direccion erR", se verifica que
Dyf(a) = (Of(a)|u)

1.7 Corolario. Sea f un campo escalar con vector gradieiifga) # 0 en un punta.

a) La direccién en la que la derivada direccional de f en a exima es la direccion dada por

. . . L, of
el gradiente, es decir, la direccion = i.
10f(a)]
b) La direccion en la que la derivada direccional de f en a esiméa es la direccion opuesta a
. . . L Of(a)
la dada por el gradiente, es decir, la direccibn= — —————.
10f(a)]

1.7. Curvasy superficies de nivel. Rectas y planos tangentes

Recuerda que la ecuacion de una rect®ees de la formax+ by = ¢ dondea, b no son ambos
nulos. Si dicha recta pasa por un pufg yo) entoncesxo + byo = cy la ecuacion de la recta puede
escribirse en la forma(x — Xo) + b(y — yo) = 0, es decir(a, b) ] (X—Xo,y — Yo)) = 0. El vector(a, b)
es ortogonal a la recta.

Seaf : A— R un campo escalar de dos variables. Dado un nuroerb(A), el conjuntol ¢ =
{(x,y)eA: f(x,y) = c} es unacurva en el plano que se llacuava de nivelde f. Dicha curva es la
proyeccién en el planXY de la curva que se obtiene cortando la gréaficd ger el planaz = c. Se
dice que dicha curva esid@plicitamente definida por la ecuaciorf (x,y) — ¢ = 0. Observa que las
curvas de nivel no se cortan. Las curvas de nivel son las qe@eesentan en los mapas topograficos.

Se verifica que el vector gradiente de un campo escalar deaftables, f, con derivadas par-
ciales continuas es ortogonal en todo punto en el que no sla arla tangente a la curva de nivel que
pasa por dicho puntdEn consecuencia, supuesto dye,v) = cy quelf(u,v) # (0,0), la ecuacion
de la tangente a la curva de nivelen (u,v) es(Of (u,v)|(x—u,y—v)) = 0.

1.8 Ejemplos. Esta forma de calcular tangentes es muy sencilla y genatalique ya sabes para
el caso particular de la tangente a la grafieag(x) de una funcion derivablg: | — R. En efecto,
definiendof (x,y) = y—g(x) para(x,y) €l x R, tenemos que la curva de nivel

No={(xyel xR:f(xy)=0}={(x,g(x)) : xel}

es la graficadg. Siuel y v=g(u), entoncesu,v)elgy latangente a la gréfica deen (u,v) viene
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dada por

0= (Of(uv)|(x—uy-v)) = ((-g'(u), )| (x—uy—g(u))) = —g'(u)(x—u) +y—g(u) <=
y=9g(U)+gux-u

que es la conocida ecuacion de la recta tangente a la graficardel puntau,g(u)).

Consideremos una elipse dada por
NV

@ et

Dicha elipse es una curva de nivel del canfgr,y) = ;—i + g; concretamente, es la curva de nivel
dada porf(x,y) = 1. Sea(u,v) un punto de la elipse, es dedifu,v) = 1. Tenemos quélf(u,v) =
(%, ﬁ—‘z’) Claramentélf (u,v) # (0,0). Por tanto el vectotlf (u,v) es ortogonal a la tangente a la
elipse enu,v), por lo que la ecuacion de dicha tangente es

2 2

u v ux vy Uus v-  ux vy
0=((zg) -V 7 p-2 '

Esto es, la ecuacion de la tangente a la elipse en el puntpes

ux vy
a2t =t

La ecuacioén de un plano &? es de la formax+ by+ cz= d dondea, b, c no son todos nulos. Si
dicho plano pasa pdKo, Yo, Z) entoncesxo + byo+ ¢z = d y la ecuacién del plano puede escribirse
en la formaa(x — Xo) -+ b(y — yo) + ¢(z— 20) = 0, es decir((a,b,c)|(x— X0,y — Yo,Z— 2)) = 0. El
vector(a, b, c) es ortogonal al plano.

Seaf : A— R un campo escalar de tres variables. Dado un namergA), el conjunto
S={xy2eAf(xy2)=c}

es una superficie en el espacio que se llaoperficie de nivelde f. Se dice que dicha superficie esta
implicitamente definida por la ecuaciorf (x,y,z) — ¢ = 0. Observa que las superficies de nivel no se
cortan.

Se verifica que el vector gradiente de un campo escalar devéeables, f, con derivadas parciales
continuas es ortogonal en todo punto en el que no se anulaabghngente a la superficie de nivel que
pasa por dicho puntden consecuencia, supuesto dya,v,w) = cy quelf(u,v,w) # (0,0,0), la ecua-
cion del plano tangente a la superficie de nieén (u,v,w) es(Of (u,v,w)|(x—u,y—v,z—w)) =0.

1.9 Ejemplos. Esta forma de calcular planos tangentes es muy sencilla graglera lo que ya sa-
bemos para el caso particular del plano tangente a la giafiag(x,y) de un campo escalar de dos
variablegy: A— R. En efecto, definiendd(x,y,z) = z— g(x,y) para(x,y,z) €A x R, tenemos que la
superficie de nive® = {(x,y,2 e Ax R : f(x,y,2) =0} = {(x,y,9(X)) : (x,y) €A} es la grafica de.
Si(u,v) e Ay w = g(u,v), entoncegu,v,w) € § y la tangente a la gréafica deen (u,v,w) viene dada
por

0= (Of(u,v,w)|(x—u,y—Vv,z—w)) = ((—D1g(u,v), —D2g(u,v),1)|(X— u,y = v,Z2— g(u,V)) ) <=
0= —D19(u,Vv)(x—u) — D2g(u,v)(y— V) +z—g(u,Vv) <=
Z= g(U,V) + Dlg(U,V) (X_ U) + ng(U,V) (y_ V)

que es la misma ecuaciof) del plano tangente a la graficaden el puntqu,v,g(u,v)).
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1.8 Derivadas parciales de orden superior 8

Consideremos un elipsoide dado por

XXy 7
2 Ete=1

Dicho elipsoide es una superficie de nivel del camhpoy, z) = a2 + 2 + % concretamente, es la su-
perficie de nivel dada pdr(x,y,z) = 1. Seau,v,w) un punto del ellpSO|de es dedifu,v,w) = 1. Te-

nemos quél f (u,v,w) = (22, 2, i‘g") Claramenté&l f (u,v,w) # (0,0,0). Por tanto el vectdrl f (u, v, w)
es ortogonal al plano tangente al elipsoid€ v, w), por lo que la ecuacién de dicho plano tangente

es

/U VoW _ux vy wz u vzvvzuxvywz
0= () x-wyvzw) =Gt o e G e =ty

Esto es, la ecuacién del plano tangente al elipsoide en &b puyv,w) es

ux vy wz
@ el

Cuando una curve enR® viene dada como interseccion de dos superfigies S, la tangente
en un puntga,b,c) €l ala curval es la recta interseccion de los planos tangentes a las sigerfi
en dicho punto. Por ejemplo, si las superficies vienen daalasys ecuaciones implicitas.

3.
{2 } §§3 o 8{ r=sinS={(xy.2eR?:g(xyz = f(xyz =0}

Entonces, las ecuaciones implicitas de la recta tangdntnauin puntqa,b,c) T son

{(Df( a,b,c)|(x—a,y—b,z—c))=0
(Og(a,b,c)|(x—a,y—b,z—c))=0

Donde se supone que los vectores gradiéhtéa, b, c), g(a,b,c) son linealmente independientes
pues, en otro caso, la recta tangente a la clirea(a, b, c) no esta definida.

1.8. Derivadas parciales de orden superior

Supongamos un campo escafague tiene derivadas parcial@kf en un conjuntcE c R".
Las funcioneDyf son también campos escalares que podemos, cuando se adyen,avderivar
parcialmente en puntos d& Obtenemos de esta forma Berivadas parciales de segundo ord#m
f, es decir las funciond3; (D f), que se representan simbdélicamente de las formas

0°f 0°f

axj an (X)5 a_XE (X)

Dk f(x),

De forma analoga se definen las derivadas parciales de tedmsr def como las derivadas parciales
de las derivadas parciales de segundo ordeinydse representan por

31 R 83

Dikmf (X), z——=—a—(X); == (X);
fkem (X), 0 0% OXm 0% OX2OXj

222 (X)

Es natural preguntarse si el orden en que se realizan lasadas debe ser o no tenido en cuen-
ta. Afortunadamente, en la mayoria de los casos podematadiviporque se verifica el siguiente
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resultado.

1.10 Definicién. Se dice que un campo escalaes de clas€* en un abiertE ¢ R" si f tiene
derivadas parciales de ordkigontinuas ertt.

1.11 Teorema. Las derivadas parciales de orden menor o igual que k de un caspalar de clase
Ck solamente dependen del nimero de veces que se deriva panial respecto de cada variable,
pero el orden en que se realicen dichas derivaciones noaferia nada al resultado final.

1.9. Extremos relativos

1.12 Definicion. Seaf un campo escalar definido en un conjuita R". Se dice qué tiene un
maximo relativo (resp.minimo relativo) en un punt@e€ E, siaes un punto interior dE y existe un
nimera > 0tal queB(a,r) CEy f(x) < f(a) (resp.f(a) < f(x)) paratodoceB(a,r). Cuando estas
desigualdades se verifican de forma estricta se dice quexéhnma& el minimo relativo es estricto.

Los puntos en los quetiene un maximo o un minimo relativos se llanexiremos relativosde
f.

1.13 Proposicion(Condicién necesaria de extremo relativih Sea f un campo escalar definido en
un conjunto EC R"y supongamos que f tiene un extremo relativo en un paate y ademas que el
vector gradiente de f eaesté definido. Entonces se verifica quig(a) = 0. Es decir, las derivadas
parciales de primer orden de f enson todas nulas.

1.14 Definicion. Los puntos donde se anula el gradiente de un campo edcatatlamanpuntos
criticosde f. Los puntos criticos de un campo escalar que no son extratatisos se llamapuntos
de silla

Si f es un campo escalar diferenciable, en los puntos critidopetplano tangente es “horizon-
tal”.

La condicion necesaria de extremo relativo no es sufici®ateejemplo, el campo escali(ix,y) =
x2 —y? tiene un punto critico ef0,0), pero no tiene extremo relativo en dicho punto pues en toda
bola centrada e(D,0) toma valores positivos y negativos.

Al igual que para funciones de una variable, la derivadarsggproporciona una condicidn su-
ficiente de extremo relativo, para campos escalares desvaaigables las derivadas parciales de
segundo orden nos van a permitir dar una condicién suficamextremo relativo.

1.15 Definicién. Seaf un campo escalar devariables que tiene derivadas parciales de segundo
orden continuas en un pur@ola matrizn x n

H(f.a) = (Dijf(a) ;¢ j<n

se llamamatriz hessianade f ena.
Observa que la matriz hessiana es simétrica polguiga) = Dji f (a). Dicha matriz define una

forma cuadrética, que representaremosQ(dr,a), que viene dada para tode= (x1,X2, . ..,%n) ER"
por

Q(f,a)(x) = x.H(f,a).x' = i % Dk f (a)XcX;
j=1k=1

donde el punto.” indica producto matricial ! es el vector columnz.
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1.9 Extremos relativos 10

1.16 Definicion. Una forma cuadratic®(x) = y{'j_; 0ijxixj se llama:
e Definida positivasi Q(x) > 0 para todox€R" conx # 0.
e Definida negativasi Q(x) < 0 para todox € R" conx # 0.

e No definida o indefinidasi hay vectores para los qu&(x) > 0 y hay vectore para los que

Q(x) < 0.

1.17 Teorema. Sea f un campo escalar definido en un conjunta R" y supongamos que f tiene
derivadas parciales de segundo orden continuas en un interior de E que ademéass un punto
criticode f. Sea Qf,a) la forma cuadréatica asociada a la matriz hessiana de faen

Q(f,a)(x) =x.H(f,a).x' = i % Di f (a)XkXj
j=1k=1

a) Si la forma cuadratica Qf,a) es definida positiva entonces f tieneaan minimo relativo
estricto.

b) Si la forma cuadratica Qf,a) es definida negativa entonces f tieneastm méaximo relativo
estricto.

¢) Si la forma cuadratica Qf,a) es no definida entonces f tiene un punto de silla.en

Para poder usar el resultado anterior hay que saber clasifiecaforma cuadratica. Hay varios
procedimientos sencillos para ello. Los dos que siguen aime@tion son los que me parecen mas
cémodos.

Clasificacion de formas cuadraticas

SeanA = (ajj) una matriz simétrica de nimeros reales 'y

1<i,j<n

Qa(X) =x.Ax! = i ajjx x! (5)
i,]=1

la forma cuadrética definida pgr. Losvalores propiosie A son las raices del polinomio caracteris-
tico p(A), que se define como el determinante de la matrizA| :

P(A) = |A—Al|
Se verifica que, en la situacion que estamos considerardd@itzes de dicho polinomio son todas
reales.

e La forma cuadratic® 4 es definida positiva si, y sélo si, todos los valores propmgldson
positivos.

e La forma cuadratic® 4 es definida negativa si, y solo si, todos los valores propé4d don
negativos.

e Lacuadratic® 4 es no definida si, y s6lo si tiene valores propios positivos y negativos.

Otro criterio para estudiar el caracter de la forma cuach&b) se basa en la sucesion de signos
de losmenores principalede la matrizA. EI menor principal de ordekde la matrizA es el deter-
minanteAy = |a4j de la matriz formada por las primerna§las y k columnas de la matri4.

Se verifica que:

|1<i,j<k

e La forma cuadrética es definida positiva si, y solo si, todws inenores principales son
positivos .
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1.10 Caélculo de extremos absolutos en conjuntos compactos 11

e La forma cuadratica es definida negativa si, y solo si, losenesprincipales de orden par
son positivos y los menores principales de orden impar sgaths.

e Silos menores principales son nulos a partir de uno de elfoadelante y los no nulos son
positivos o van alternando signo siendo el primero de elkggativo, no puede afirmarse nada.

e Enlos demas casos la forma cuadratica es no definida.

Observa que cuando la dimensidas par, si el determinante de la matfizs negativo entonces
la forma cuadratica es no definida.

Podemos particularizar este criterio para el caso de dosrghimnes.

SeaA C R? un conjunto abierto y se& un campo escalar definido éaque tiene derivadas
parciales de segundo orden continuas. Supongamo&dujes A es un punto critico dé y sea

0% f 0% f
_2(a7 b) —( ) )
H(f (ab) = | & 0y

w(& b) EYd (a,b)

la matriz hessiana deen(a,b) y notemos deéd (f, (a,b) su determinante.

2
SidetH(f,(a,b)) >0y g%(a, b) > 0 entonced tiene en(a,b) un minimo relativo estricto.

2
= SidetH(f,(a,b)) >0y g%(a, b) < 0 entonced tiene en(a,b) un méaximo relativo estricto.

= SidetH(f,(a b)) < 0 entonced no tiene extremo relativo efa, b). Se dice quéa,b) es un
punto de silla def .

= Cuando dettl (f,(a,b)) =0 el conocimiento de la matriz hessiana no permite decidiagio
no hay extremo relativo efa,b). Cuando esto sucede puede ser interesante estudiar el com-
portamiento de las curvéga,t +b) y f(a+t,b). Sialguna de dichas curvas no tiene extremo
relativo o tienen extremos relativos de distinta natuakezt = 0, podemos concluir que en
(a,b) no hay extremo relativo dé.

1.10. Caélculo de extremos absolutos en conjuntos compactos

Como consecuencia del teorema de Weierstrass, y de quedotmescalar con derivadas par-
ciales continuas es continuo, se verifica que todo campdaeszan derivadas parciales continuas
en un conjunto compacté c R? alcanza en dicho conjunto un valor maximo absoluto y un valor
minimo absoluto. Dichos valores o bien se alcanzan en elange K, en cuyo caso deben ser pun-
tos criticos def, o bien se alcanzan en la frontera. Cuando la fronteté dstd formada por curvas
conocidas es facil calcular los puntos de la frontera end@saljcampo puede alcanzar sus extremos
absolutos. Una vez calculados todos estos puntos, se @raglis el campo para saber en cuales se
alcanzan los extremos absolutos. El siguiente ejempleoaridiforma de proceder.

1.18 Ejemplo. Calcula los extremos absolutos de la funcibfx,y) = 4x> +y? — 4x— 3y en el
conjunto
M={(xy)eR?:y>0, & +y* < 4}

2

Solucién. El conjuntoM = {(x,y)EIR2 1y >0, x2+yz < 1; es la parte de la elipse centrada en

el origen de semiejes 1y 2 que queda en el semiplano sup&eidrata de un conjunto compacto
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1.11 Integrales dobles 12

(cerrado porque incluye a su frontera y acotado) y, comonaifun f es continua, el teorema de
Weierstrass asegura gfie@lcanza un maximo y un minimo absolutosMnDichos extremos deben
alcanzarse o bien en el interior 80 en la frontera dél. Los puntos del interior d& que sean
extremos relativos dé tienen que ser puntos criticos €éiees decir, deben ser puntosMedonde se
anule el gradiente dé.

of

of
&(x,w =8x—4=0, a—y(x,y) =2y-3=0

Por tanto,f tiene un Gnico punto critico que €k/2,3/2) el cual, efectivamente, esta bh

Los extremos absolutos deenM pueden alcanzarse en la frontera\iela frontera deM esta
formada por la parte superior de la elipsé 4 y> = 4 y por el segment§(x,0), —1 < x < 1}.

Los extremos dd en el segmento son faciles de calcular pues son los extreentasfdncion
h(x) = f(x,0) = 4x? — 4x dondexc[—1, 1]. Comoh’(x) = 8x— 4, los Unicos posibles valores extremos
de f en el segmento sdm(1/2) = f(1/2,0), h(—1) = f(—1,0) y h(1) = f(1,0).

Finalmente, calculemos los valores extremod dm la parte superior de la elipsg?4-y? = 4.
Nuestro problema, pues, es calcular los extremo$ deandof toma valores en el conjunt® =
{(xy)€ER?:4x%+y?> =4,y >0} .

Para(x,y) €E se tiene que

f(Xy) =42 +y? —Ax—3y=4—ax— By =4— 4x—3\/4— 42

Por tanto, los valores de la restriccion fla E estan dados por la funcidyix) = 4 — 4x— 3v/4 — 4x?
donde—1 < x < 1. La derivada dg se anula en un Gnico puntg = 2/1/13 que esta ep— 1,1[. Por
tanto, los extremos dé enE han de alcanzarse en alguno de los pufitek 0), (2/1/13,6/1/13),

(1,0). Los extremos absolutos deen M han de alcanzarse en alguno de dichos puntos o en los
puntos(1/2,0), (1/2,3/2). Tenemos que

13

f(1,00=0, f(-1,0)=8, f(2/V136/V13)=4-2V13, f(1/23/2)= -, £(1/20)=-1

El valor maximo absoluto dé enM es igual a 8 y se alcanza en el puiitel,0). El valor minimo

1
absoluto def enM es= —ZS y se alcanza en el puntd/2,3/2).

1.11. Integrales dobles

Seaf : A— R un campo escalar de dos variables definido en un rectargsida, b] x [c,d].
Sean

P: {a: XoaxlaXZa"'vxp*laXp = b}a Q: {CZYOaYLYZa---quflqu = d}

particiones de los intervalds, b] y [c,d] respectivamente. Dichas particiones determinan una par-
ticion, que notamoP® x Q, del rectanguldA = [a,b] x [c,d] en subrectanguldsi_1, %] % [yj—-1,Yj],
dondel<i<p,1<j<aq

Unasuma de Riemanrde f para la particior® x Q es un nimero que se obtiene eligiendo puntos
(s.tj) € [Xi—1,%] x [yj-1.Yj] y calculando la suma

f(s,t) (% —xi—1) (Y] —¥j-1) (6)
14<p
1<j<q
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Se verifica que cuando la mayor de las longitudes de los aitesde las particiond3y Q se hace
arbitrariamente pequefa (o0 sea, tiende a 0), las sumas deRiedef se aproximan tanto como
se quiera a un numero real que es, por definicién, la integrdigmann def en el rectangulo

[a,b] x [c,d], que se representa por
[ feeyydixy)
[a,b]x[c,d

x[ed]

Interpretaciones de las integrales dobles

Seaf : A— R un campo escalar de dos variables definido en un conjurt@®?. Supongamos
quef(x,y) > 0 paratoddx,y) € A. Consideremos el “cilindro” eR? que tiene como base el conjunto
Ay como tapadera la grafica dees decir el conjunto

C(f,A) = {(xy,2) €R®: (x,y) €A 0<z< f(xy)}.

Las siguientes figuras muestran este conjunto para la farf¢igy) = 4 — x> — y? y los conjuntos
A=[-1,1 x [-1,1]y A= {(xy) : X*+y? < 2}. En esta situacién, una suma de Riemann del tipo

"
do
0
ol

%
p2Z

Y
.
X
oty

RO
s
QR
{

(6) representa una aproximacion del volumen del conj@fta A). Pues lo que hacemos e8) es
sumar los volimenes de pequefios ortoedros de base losg@oER;; = [Xi—1,%] % [Yj—1,Yj] ¥
altura f(s,tj). Es claro que la suma de todos estos voliumenes es una apcixinal volumen
del conjuntoC(f,A). La aproximacion es tanto mejor cuanto mas pequefios sedadias de los
rectangulo®; y, en el limite, el volumen del conjun@( f,A) viene dado por la integral doble de

enA.
If f(x,y)d(x,y) = volumenC(f,A)) 7)
A

Las siguientes figuras muestran aproximaciones al voluneéprimero de los dos conjuntos
representados en la figura anterior.

Naturalmente, pueden darse otras muchas interpretaci®aesjemplo, la funciérf puede re-
presentar una densidad superficial de masa o de cargaaémtruna lamina plarfa En tal caso la
integral doblejj f(x,y)d(x,y) proporciona, respectivamente, la masa o la carga totalldmiaaA.

A
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Célculo de integrales dobles

El calculo de una integral doble se reduce al célculo de degtiales simples gracias al siguiente
resultado:

d

[f foeyydocy) = fb Uj fxy) dy] ax = [ [ (i) dX] dy (®)

[a,b]x[c,d] c
Las integrales que figuran a la derecha en esta igualdadnserllategrales iteradasObserva que
d
las integrales iteradas son dos integrales simples. thiamf f(x,y)dy lo que se hace es integrar

C
respecto a la variablg considerandx fija. Para ello lo que se hace es obtener una primitiva de la
funciony — f(x,y) y usar la regla de Barrow. Analogo procedimiento se sigua palcular la otra
integral iterada.

Con frecuencia el campo escalar esta definido en un confudéatipo | o de tipo Il. Esto es

A= {(xy):a<x<b, g
A = {(xy:c<y<d, o(y)

h(x)} (tipo )
W(y)}  (tipoll)

En tales casos tenemos que

b [ h(x)
[ teydxy) = [ [ f(xy)dy} dx ©)
A a |g(x)

d [wy
[Jfoeydxy) = [ [ f<x,y>dx] dy (10)
A ¢ [o(y)
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Cambio a coordenadas polares

Coordenadas polares

El par de numero$p,9) dados porx = pcos?, Y
y=psend dondep >0y —mt< d < 1tse llaman
coordenadas polares del punto de coordenadas car-

i sene X,
tesianagx,y). P (X, y)

Se verifica que
ff (xy)d(x,y) = ff (pcosd, psend)pd(p,d) (11)

Para aplicar esta formula hay que determinar el conjBnf@icho conjunto viene dado por
B={(p,9)eR*x]—m1]: (pcos?,psend)cA}

Si, por ejemplo, el conjuntd es de tipo I,A = {(x,y):a<x<b, g(x) <y<h(x)}, entonces
B={(p,9)eR"x]—mm:a< pcosd <b, g(pcosd) < psend < h(pcosd)}. Es importante des-
cribir bien el conjuntd porque para calcular la integrﬂ f(pcosy, psend)pd(p,d) tienes que

B
calcular las integrales iteradas. Si, por ejemple; {(p,9) : 0o <3 <B, g(¥) < p<h(d)}, enton-
ces

h(9)
ﬂ (x,y)d( f (pcosy, psend)pd(p,d) f {f f( pcosﬂ,pserﬁ)pdﬁ)] dp (12)
A a |g(®)

Las coordenadas polares son especialmente Utiles cuarmdnjahtoA es un circulo, o un sector
circular o una corona circular, pues en estos casos el doffues muy sencillo. Si, por ejemplé,
es el discd((0,0),R) de centro el origen y radig, D((0,0),R) = {(x,y) : x> +y? < R?}, entonces

B={(p,9)eR*x]—m1:p <R} =]0,R)x] - 1

Por tanto

[ txy)dxy) =
D((0,0),R)

T m[R
If(pcosﬂ psend) pdﬁ] j Uf(pcosﬂ,psen‘))pdp das
—T -1 LO

(13)

O3
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